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Eine neue N~iherung fiir die Energiekurven zweiatomiger Systeme 
Von 

H. PREUSS 

Es wird eine N~herungsfunktion fiir die Potentialkurven zweiatomiger Molekifle vorge- 
schlagen und diskutiert, die mit ihren freien Parametern alle bisher bekannten Forderungen 
an solche Ansitze in Form yon nieht homogenen linearen Gleiehungen ffir die Parameter zu 
erffillen gestattet. Im Gegensatz zu den bisherigen Ans~tzen, von denen keiner alle Forde- 
rungen erfiillt, gibt dariiber hinaus der bier diskutierte Ansatz die Zerlegung der Gesamt- 
molekiilenergie in Elektronenenergie und Kernabstol~ungsenergie exakt wieder. Damit 
werden das erste Mal aueh die Kernladungen zur Bestimmung der Approximation herange- 
zogen. Die Verh~ltnisse bleiben erhalten, wenn die Anzahl der freien Parameter im Ansatz 
erh6ht wird. Testreehnungen am H2-Molekiil zeigen, dal3 die bisher bekannte beste Potential- 
kurve des Grundzustandes mit diesem Ansatz fiir atle Kernabst~nde vorziiglieh approximier~ 
wird. 

A new approximation of the potential energy 6~(R) of diatomic molecules containing a 
sufficient number of parameters to fulfill all hitherto known conditions is given. The para- 
meters are determined by solving a non homogeneous system of linear equations. This approxi- 
mation will further yield the energy of the electrons and the one of the repulsion of the nuclei 
separately, thus making it possible to use the charge of the nuclei for the determination of the 
approximation parameters. The number of the parameters may be increased without changing 
the essential features of the formalism. A computation for the H 2 molecule as a test shows 
that the hitherto known best curve of the ground state of H 2 is very well approximated for 
all distances of the nuclei. 

Iqous proposons une fonetion d'approximation pour les courbes de potentiel des mol6cules 
diatomiques, qui permet l'introduction, sous forme d'6quations inhomog6nes entre les para- 
m6tres, de toutes les conditions impos6es jusqu'iei s detelles fonctions. En plus, cette fonetion 
est la premiere ~ reproduire exactemen.t la division de l'6nergie totale en 6nergie 61ectronique 
et r6pulsion nucl6aire. Ceci permet l'usage direct des charges nuel6~ires. L~introduction de 
parambtres additionnels ne change pas le principe du proc6d6. Des ealculs de test sur l '6tat 
fondamental du H 2 montrent que notre fonetion s'approehe excellemment de la meilleure 
courbe de potentiel connue. 

1. Einleitung 
Die K e n n t n i s  der  Energie  ~ yon  einer Reihe  yon  A t o m e n  als F u n k t i o n  ihrer  

Abs t~nde  ist  yon  fundamen ta l e r  Wieh t igke i t  ffir die Spek t roskopie  u n d  ffir die 
Theoret ische Chemic. Aus  den Energ ie funkt ionen  lassen sich die s tabflen geo- 
met r i sehen  Anordnungen  der  A tome  bes t immen,  sowie die versehiedenen Sehwin- 
gungs- uncl Ro ta t ionszus t~nde  des Gesamtsys tems ,  oder  yon  Teilen davon.  S ind  
neben  dem Grundzus t and  auch die Energ ie funk t ionen  der  hSheren Zusti~nde 
bekann t ,  so kSnnen auch die opt ischen ~bergi~nge behande l t  werden.  Schlie$1ich 
setzt  die Behand iung  tier Reakt ionsvorg~nge  eine gewisse Kenn tn i s  fiber ihre 
Energ ie funkt ionen  voraus.  

Es  is t  daher  ers taunl ieh,  dal~ wir heute  i m m e r  noeh sehr wenig fiber den Ver- 
lauf  cler Energiehyperf l~ehen wissen, wenn die Anzah l  der  Zent ren  (Atome) 
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gr6Ber als zwei ist. In diesen Fallen sind sogar noeh nieht einmal halbempirisehe 
Ans/itze bekannt, wenn man von einem sehr groben Interpolationsverfahren ab- 
sieht [10]. Bei zweiatomigen Gebilden, wo die Energie allein eine l~unktion des 
Atomstandes R ist, st6gt die wellenmeehanische Bereehnung der Energiekurve, 
wenn diese ffir einen grSBeren R-Bereieh bekannt sein soll, sehon auf betr/~ehtliehe 
Sehwierigkeiten. Erst in den letzten Jahren sind einige d'0-Kurven mit ausreichen- 
der Genauigkeit berechnet worden (vgl. Zusammenfassung [8]), doeh sind bei 
diesen Reehnungen fast ausschlieBlieh zweiatomige Molekfile mit relativ kleinen 
Elektronenzahlen behandelt worden. 

Aus diesem Grunde ist sehon frfih versucht worden, die Energiekurven zu 

approximieren, indem diese dutch einen analytisehen Ansatz o;, der zuerst noch 
freie Parameter enthielt, welche dann auf halbempirisehe Weise mittels gewisser 
gemessener Werte bestimmt waren, angenahert wurden. 

2. Das Approximationsver[ahren 

So eiIffaeh das halbempirisehe Vorgehen erscheinen mug, bei einer allgemeinen 
Anwendung treten einige Sehwierigkeiten auf, die einmal dadureh bedingt Sind, 
dub in der Praxis eine Reihe verschieden geformter Energiekurven auftreten 
(Fig. t b i s  5), zum anderen weiehen die einzelnen Kurventypen aueh innerhalb 
einer Verbindungsklasse zuweilen noch betr/ichtlieh voneinander ab. Obwoh] 
die Kurven der :Fig. 2, 3 und 5 als Uberlagerungen der Energiekurven der Fig. i 
und 4 auigefaBt werden k5nnen, ist es bisher praktiseh nieht mSglieh gewesen, 

Fig. 1 

7 

Fig. 2 Fig. 3 

2 /7 

gV 
Fig. 4 Fig. 5 

ffir den einfaehen Bindungsfall (Fig. 1) und fiir die Abstogung zweier Atome 
(Fig. 4) eilfigermaBen brauehbare analytisehe Ans/~tze zu finden, wobei bisher der 
Bindungsfall besonders im Mittelpunkt des Interesses stand. Hier ist eine groBe 
Anzahl yon Ansgtzen verwendet worden [1]. Bezfiglieh des Kurventyps der Fig. 
ersehien es gfinstig zu unterseheiden, ob es sieh um eine mehr kovalente Bindung 
oder um eine Ionenbindung (vgl. Zusammenfassung [11] handelt. 

Im Abstogungsfall sind die bisherigen I~esultate noeh weniger befriedigend, 
als im l~alle der Bindung; die erhaltenen Kurven stimmen fast nut ffir kleine 
Kernabstgnde mit den gemessenen Knrvenverlgufen/iberein (vgl. Zusammenfas- 
sung [3]). Dies mug zum Tell daran liegen, dab uns im Bindungsfalle mehr 
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experimenr Konstanten zur Verftigung stehen, die wir bei der Justierung des 
jeweils gew/ihlten Ansatzes verwenden k6nnen. 
Es sind dies die GrSBen 

#(oo) = Energie der getrennten Atome 
R o = Bindungsabstand (Gleichgewiehtsabstand) 
B = Bindungsenergie; #(Ro)= B + #(c~) (1) 

~2 8 Ro 
= Kraftkonstante ; ~ =/~ 

und 

R~ = sog. kritischer Abstand, #(Re) = #(oc), (la) 

sowie einige Ynm aus der Spektroskopie der Rotations- und Sehwingungsspektren, 
die sieh aus der Darstellung der Molekfilenergie d ~' als Funktion der Sehwingungs- 
und gotationsquantenzahlen v und J ergeben 

wobei die Ynm iiblieherweise mit 

Y]o = me ; You = De ; Yzo ~ - -  ~ ; ] / 12  ~ ~e ; Y 3 o  = r ; Y4o = ~ ; 
Ym= Be; Yo3 = f i e ;  Yn=--OCe; Yo4=He; Y21=Ye (3) 

bezeichnet werden [6]. Ffir die meisten Molekfile sind allerdings bestenfalls ae 
und OgeX e bekannt, und  nur in we~figen F~llen kennen wir noeh WeYe. Diese GrSgen 
sind zumeist auch noch ziemlich ungenau bestimmt worden. Re dfirfte wohl 
bisher nut  beim H + gut bekannt sein. 

Die Verwendung der Ynm z u r  Justierung der #~-Ans~tze enth~lt noch eine 
weitere Schwierigkeit, die darin besteht, dab sieh nach Festlegung der Approxi- 

mation ~ v0n 5 ~ die #'vz-Werte aus der SchrSdingergleichung 

[ i 8 2 J ( J + l )  ] , 
2 ~SR 2 § 2#R~ -I- ~ ( R )  qSvj = ~vjqSvj;/~ = reduzierte 3/iage (4) 

ergeben. Das ist nur ffir wenige Ansatztypen gesehlossen m6glieh, was die Freiheit 
in der Wahl der Ni~herungen stark einschrs In allen anderen Fi~llen ist bisher 

eine L6sung yon (4) nur dann gelungen, wenn d ~ (R) als geihenentwicklung 

J ( R )  = ~ aj (R - Ro)J (5) 

angesetzt wird. Die Angabe der Zusammenh~nge zwischen a I und den Ynm ist 
dann explizite mSglich [6]. Aus alledem folgt, dab praktisch nur die GrSBen nach 
(i) in der halbempirisehen Methode Verwendung finden kSnnen, zumal man der 

Meinung ist, da[~ eine so erhaltene ~ K u r v e  bezfiglich der damit erhaltenen 
Ynm-Werte auf ihre Giite hin geprtift werden sollte, was wiederum auf einen 
Vergleich mit den gemessenen Werten ae und WeXe hinausl~uft. 

Die Forderungen, die aus (i) an dTgestellt werden mtissen und auch ffir ~ gel- 
ten, lauten 

lim ~ ( R ) =  # (c~) (6a) 
R -->o~ 

~ = 0 (6b) 
8 R R o 
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#~(Ro) = B + O ( ~ )  (6c) 

Aus Fig. I ersieht man noch, dag aueh 

~m ~ (R) = ~ (6+) 
R--~0  

erffillt sein sollte, da sich ffir kleine R die positiven Atomkerne abstoBen. Be- 

trachtet  man die bisher vorgeschlagenen ~Ans~tze,  so erffillen sie fast ausnahms- 
los die Bedingungen (6a) (6b) (6c). Die meisten yon ihnen befriedigen auch noch 
(6d), doch gibt es schon vergleichsweise wenig Anss die fiir R --~ 0 unendlich 
werden. Die Forderung (6e) ist freilich yon geringer Bedeutung gewesen, da man 
bisher besonders an einer guten Approximation in Ro-Ni~he interessiert war. Will 
man aber auch hShere Schwingungs- und Rotationszusti~nde ausreichend genau 

erhalten, so wird auch der Verlauf yon ~Y fiir Heine R wichtig. Ganz abgesehen 
davon, dab ffir Berechnungen yon Streuvorgi~ngen die Energiekurve fiir sehr 
kleine R notwendig ist. Die oben erw/~hnte Interpolationsmethode [10] verlangt 

ebenfalls eine gute Niiherung ffir # i r a  Bereich R ~ I. 

3. Weitere Forderungen an d" 
Von seiten der Theorie lassen sich, neben denen yon (6), noch weitere Bedin- 

gungen an dYaufstellen. Spaltet man yon der Gesamtenergie d ~ des Molekiils die 
Elektronenenergie E ab, was exakt mSglich ist, 

Z~ Zb 
# ( R ) = E ( R ) §  ~ , (7) 

so hat man in E eine Funktion gefunden, die fiir alle R-Werte endlich bleibt. 
Gleichzeitig ist damit die Bedingung (6e) erffillt. Als neue GrSgen sind auf diese 
Weise die Kernladungen Za und Zb eingefiihrt. Mit Hilfe der Methode des ,,ver- 
einigten Atoms" kann fiir E (R) die allgemein giiltige Entwicklung 

E (R)=  E(0)+  E~R~+ E3R3+ E4R4+ . . . .  (R ~ i) (8) 

fiir kleine R angegeben werden. Dabei ist E(0) die Energie des ,,vereinigten Atoms", 
also des Atoms mit der Kernladung Za § Zb. Die GrSBen Ee, E 3. ., die nur Funktio- 
nen yon Za und Zb sind (sowie der Elektronenanzahl), kSnnen zur Zeit in einigen 
F~llen berechnet werden oder folgen aus bestimmten Experimenten [2]. Die 

Darstellung (8) erfiillt dann yon sich aus die folgenden Forderungen an E, die auch 
yon E erfiillt werden 

lim E (R) --- E(0) (9a) 
R--~0 

0 
I = 0, (9b) ~R R=o 

und die schon friiher aufgestellt worden sind [5]. Neben den GrSgen in (i) haben 

wir jetzt noch Za, Zb .E(O), E~, E3... gefunden, die zur Justierung eines ~-An- 
satzes herangezogen werden k6nnen. 

8" 
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]?fir grebe R-Werte bleibt zwisehen den beiden Atomen nut  noch die Van der 
Waalssche Wechselwirkung iibrig, wenn die Atome keine Laclung tragen. Dissozi- 
iert das Molekfil in Ionen, dann resultiert f/ir R > i eine Ionenweehselwirkung 
(gegebenenfalls DipolweehselvArkung). 
Wir kSnnen allgemein schreiben 

G O  e m  . 

# (R)= ~ ,  ~ ,  

oder, wenn m' > i, 

(R > l) (m' > 0) 00) 

R - - ~  o o  

well fiir grol]e R in (7) der Coulombterm zuerst verschwinden muB. Die GrSBen 
em lassen sich teilweise theoretisch bestimmen [4]. In  e 1 gehen die Ladungen der 
sich entfernenden Atome ein. Die weiteren em enthalten die 1V[ultipolweehsel- 
wirkungen. Mit Hilfe der StSrungsreehnung ergab sich zum Beispiel beim H~- 
Molekiil [9] 

e~n= O,m= 1 . . . 5 ;  ( i i )  

Q = - -  6,4903 at.E.; ev= 0; e8=-- i24,399 at.E.; eg= 0; e l0=- -  i135,2i at.E. 

Die Ej-Werte erh~lt man n/~herungsweise zu [2] : 

E~ -- 3,792 E 3 -- - E 2. (i2) 

Die Erfahrung hat bisher gezeigt, dab es immer noch bequemer ist, die Energie- 
kurve ffir grebe oder kleine R-Werte n/~herungsweise zu bereehnen, als mit einer 
Methode im ganzen R-Bereich. Die Aufgabe besteht nunmehr darin, bei Kenntnis 
der GrSBen Ej, eu, E(0), 6~(c~), Za, Zo, R o, B, k und gegebenenfalls Rc (wie natiirlieh 

auch der Ynm, wenn diese vorhanden sind) mit einer gesehiekt gew/~hlten ~-Funk- 
tion die Bedingungen (6) (8) (i0) zu erffillen, wobei unter Umst/~nden auch, wenn 
einige Ynm u nach (4) in (2) die riehtigen (gemessenen) Ynm-Werte verifi- 
ziert werden mtiBten. 

4. Die Wahl der ]-Ansi~tze 

Beim Ansetzen ciner analytisehen ~ F u n k t i o n  sind noeh eine Reihe yon 
weiteren Forderungen zu berficksichtigen, die zwar nicht mehr so tmbedingt not- 
wendig sind, wie die naeh (6), (8) und (10), aber auch nieht vernaehl/~ssigt werden 

diirfen, wenn der ~-Allsatz rdcht ill seiner Handhabung unbrauehbar oder zu- 
mindest schwierig werden sell. Wir meinen damit besonders drei Forderungen: 

a) Die in der ~Funk t i on  enthaltenen Parameter mfissen dureh die Forderun- 
gen (6) (8) und (i0) (oder einem Tell davon) leieht zu bestimmen sein. 

b) Ein Ansatz ffir ~ sollte fiir mSglichst viele der zu erwartenden Funktionen- 
typen (vgl. Fig. i b i s  5) anwendbar bleiben. 

c) Mit dem gew~Lhlten ~-Ansatz sollte, wenn mSglieh, die SchrSdingergleiehung 
(4) geschlossen oder in sehr guter Approximation 15sbar sein. 

* O bedeutet, dab E m i t  der grSBten Ordnung, wie in der Klammer angegeben, ver- 
schwindet. 
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Betrachtet  man den gr6l]ten Toil der bisher vorgeschlagenen Ans~tze [1], so 
erkennt man, was hier nich~ nigher aufgefiihrt werden soll, dab bisher noeh kein 
Ansatz existiert, der erwiesenermaBen genau genug ffir mohr als einen Funk- 
tionstyp (Fig. I his 5) gfiltig bleibt. Am hs ist der einfache Bindungsfall 
(Fig. 1) diskutiert worden. Fiir die Abstol3ungskurven (Fig. 4) dfirfte wohl der 
Ansatz yon BT:CKI~G~A~ [3] der bekannteste (und beste) sein 

l 
~ =  X- [P0 + Pl R § P2 R2 + P3 R3 + P4 R4] e-On § #(c~), (t3) 

wenn man von den einfachen Ans/~tzen etwa vo n d e r  Form 

j =  ~ + ~ ( ~ )  (14) 

absieht, odor yon (FaOST [1]) 

) j =  ( ~  + fl e-,R + ~ ( ~ ) ,  (t5) 

wo ffir verschiedene Vorzeichen von cr und fl sogar noch eine Kurve nach Fig. 1 
erhalten werden kSnnte. Auf eine l~eihe yon N/~herungen zwischenmolekularer 
Energiekurven, die in ~hnlicher und verwandter Weise aufgebaut wurden [3], 
wollen wir hier nieht eingehen. Die Verh/~ltnisse liegen aber dor~ sehr s 
so dal~ in den Fig. I b i s  5 auch diese Kurven gefunden werden k6nnen. Die 
Bestimmung der p~ in (13) l~l~t sich mit Hiffe der Entwieklung (8) und (7) finden 
[3] und man erh/~lt : 

P0 = Z~ Z~ 
Pl = E (0) § cpo 

i 
P2 = cE (0) + ~ c ~ Po 

P3 = E~ ~-' ~1 ~2 E (0) + -6"1 e, z Po 

1 4 
P4 = E3 + cE~ + ~-c~ E (O) + 9~ c Po. (14) 

Damit sind die Pk festgeleg~ und der Parameter  c wird in der Regol so bes~immt, 

dab v~nach (13) ffir kleine Kernabst~nde mSglichst gut mit den Ergebnissen yon 
Streuexperimenten fibereinstimmt. 

]~ozfiglich dcr Ans~tze, die zu geschlossenen L6sungen von (4) ffihren, sind 
ebenfalls nur wenige vorgesehlagen worden. Der bekannteste diir~te der ~V[orse- 
Ansa~z [1] sein 

= - B [e-~(~-~o) - 2 e-~(~-~0)] + # ( ~ ) ,  (15) 
wo a (lurch 

~5~ = - -  2 B a ~ = k (i5a) 
~ ~ =  ~o 

mit k verbunden ist. 

5. Die none Approximation 

Der bier vorgeschlagene Ansatz fiir 8 (R) hat die Form 

z o z ~  = ~ ( R)  + - -  Z~ Z~ 
R (16) 
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mit  
L] = E ( 0 ) -  g~ (c~) .  (16a) 

Ffir S ( R )  mfissen die Beziehungen gelten 

s(o) = ~ (17a) 

S (c~)= 0, (17b) 

die unter anderem durch den Ansatz 

+ c x R + c  2R 2 + . . . c m _ l R  ~-1 
S ( R )  = 1 . + d ~ R + d 2 R 2 + . . . d , ~ _ l R , , ~ _ ~ + d m R , ~ + .  " . d m + , , , , R ~ + m , ,  (18) 

erffillt warden k6nnen. Die noah offenen Parameter  cl ,  c 2. �9 �9 Cm-1 und d 1 �9 �9 �9 din+m, , ,  

kSnnen nun herangezogen warden, um die Forderungen (6) (8) und (i0) zu be- 
friedigen. Aus (16) folgt zuerst einmal, dab (7) erffillt ist, was bisher bei allen 
bekannten Ans/itzen nicht der Fall war. Damit  ist (6e) beriicksiehtig~ worden, 

denn nach (i7a) und (16) bleibt E endlieh. Die Bestimmung von m", welches 

bisher noch frei war, geschieht mit  Itilfe yon (i0a), was zu m" = 0 ffihrt, damit  
ffir grol~e R den Abstol~ungsterm der beiden Atomkerne kompensieren kann:  

I + Cl R + c~/~2 + . . .  + c ~ - 1  R ~ - ~  (iSa) 
S ( R ) = t .  + d l  R + d 2 R  2+ . . . + d m - l R m - l + d ~ R ~ "  

Die Forderung a) im Abschnitt 4 wird yon (18a) in der Form erffillt, indem sich 
die 2m - t Parameter  c 1 . .  Cm-1, d l .  � 9  durch die Fordenmgen (6a) (6b) (6e) (6d) (8) 
und (10) aus linearen Gleichungen best immen lassen. Es ist bisher noah kein 
Ansatz bekannt  gewesen, der Mle diese Forderungen erffillt un4 gleichzeitig noch 
in der Form (7) dargestellt warden kann [1]. Man darf  daher erwarten, dab (i6) 
Mcht nur, wie die bisherigen Ans/~tze ,die wirkliche Energiekurve um R 0 gut 
approximiert,  sondern auch ffir grol~e und kleine R eine ausreiehende Ni~herung 
der Potentialkurven zweiatomiger ~olekiile darste]l~. 

6. Die Bestimmungsgleichungen 

Um die Gleichungen sehr Mlgemein zu erhalten, nehmen wir an, dab neben 
B, R 0 und k (aus den ~orderungen (6a) und (6d)) nach E 1, E ~ E  3, sowie el, e 2. . .  e n 
gegeben seien. Es handelt sieh also um t 7 Bestimmungsgleiehungen, so dab in 
(18a) m = 9 sein mug, 

8 
. ~  cj RJ 

S ( R )  ~= 0 (J9) 

j ~ o  d j R j  

wobei 
Co = do (20) 

wegen (17). Der Vereinfachung wegen setzen wir noeh, wie schon in (18) und (t 8a) 

c o -- d o = 1. (20a) 

Um die Forderungen, die in (8) stecken, zu erffillen, sehreiben wit 

s (R) = F Ak R~ (21) 
k = 0  
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und  e rha l ten  da raus  weiter,  wenn wir  (19) einsetzen,  
8 9 cx~ 

. ~  = ~. d~A~ RI+~  (21a) 
~=0 ?=Ok=O 

Naeh  Setzen yon  j + k = ~ k a n n  der  Koeff iz ientenvergleieh durchgeff ihr t  
werden,  und  lieferL bei  Beach tung  yon  (20a), 

m i n  (9, n )  

A n  c~ -- ~= ~ d i An-~ (22) 

I m  einzelnen erhgl t  man,  zumal  A o = i sein muB: 

A ,  = c 1 -  d 1 
A ~ =  % -  d i a l -  d~ 

A a= c a -- d~A~-- d ~ A ~ -  d a 

(23) 

I n  ghnl icher  Weise  kann  m a n  auch f/ir R >> I vorgehen,  wenn die Fo rde ru  ngen 
naeh (10) erffillt  werden sollen. I-Iier se tz t  m a n  

c~ - dn 1 
- - = c n  ; = d n  " - -  Y ,  ( 2 4 )  ~ ~ ' ~ -  

und  (t9) geht  fiber in 
8 

= r~s y ~ o  (25) 

] = 0  
wobei  naeh  (24) 

cs = dg-- i (25~) 

sein muB. Die F o r m  yon  (25) erl~ub~ somit  wieder  ein gleiches Vorgehen wie im 
Fal le  R < i .  ~ a n  erhgl t  je tz t ,  wenn m a n  wieder  zu cn und  dn fibergeht,  und  die 
Ak in der  zu (21) analogen En twick lung  in Y mi t  ~ bezeichnet  

d,92~. 0 ~ C 8 

d g . z t l  = G 7 - -  d8~zt0 

dg-X2 = c6- ds f i l -  4Ao 
d9A 3 = C 5 --  ds_~ 2 --  dT~Zll- 
clgA a = c  4 -  ds f i  a -  dTA 2 -  
d 9 2 t  5 - -C  a -- dsA 4 --  dTzt 3 - -  

d9~i6 = c~-  ds~i~- d7-44- 
d~i  7 = q -  d # i ~ -  4 f i ~ -  
doA 8 = C 0 -  dsA 7 -  d7.4 6 -  
d ~ .  = - d~As- 4 A ~ -  

d6Ao 
d~A1- ds~io 
d6A2- d>41- 
d j 3 -  dsA~- 
d6zt 4 -- d5zt a --  
d6./t 5 -- d5A 4 - -  

d~-~l- dafto 
d j 2 -  daft1- d2Ao 
C~4~z13 - da~Zl2- d2~Zll - dl-d 0 
d~-~-  da-4a- d2A2- d1-~1- doAo 
d g A  5 - -  d a x ~  4 - -  d 2 x 4  3 - -  dl~Zl2 - do~z l l  . 

J, R < l )  l ineare Gleiehungen ffir die Wir haben also in beiden Fs (R >~ 
Cn und dn erhalten. Das gleiche gilt aueh ffir die Gleichuugen, die aus den For- 
derungen  (6b) (6c) und  (6d) folgen. Hie r  is t  es gfinstig, den ~ b e r g a n g  

! 
dn = Cn R~; d n = dn R~ (27) 
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vorzunehmen.  Man erh/ilt dann die drei Bes t immungsgle ichungen in der Fo rm 
! i r r ! ! ! ! ! 

~ o  + q + o3 + o~ + o~ + ~ + ~o + ~ + o~ = o,~ (d'o + dl + . . .  4 + 4 )  (2s~) 
! 1 ! ! ! 1 i i 

c 1 + 2 % + 3 c s + �9 �9 �9 8 c s -- cr 1 (d 1 + 2 d'~ + �9 �9 �9 + 9 do) -t- ~x~ (d o + d'~ + �9 " + d~) (28b) 
! ! ! ! 

1 . 2 % + 2 . 3 e s + . . .  + 7 . 8 c s = e c ~ ( l . 2 d ' ~ + 2 . 3 d s + . . .  + 8 - 9 d ' ~ ) +  
+ 2 ~ (~i+ 2 4 +  " +~ 4 ) +  ~ ( 4 +  d ; + . . .  +4) ,  (2So) 

Tabelle 

cl c4 c~ d~ d~ 

1 1 

2 - - 1  

3 - - 1  

4 

5 

6 1 

7 

8 1 

9 

10  #1 

11 I ,61 #~ 

12 #~ fla 

13 #a #~ 

14 #4 #5 

15 

16  

17  

c t ! 

1 

1 

1 

1 

1 1 

3 

2 6 

1 1 C~ 1 

4 7 2 cr 1 + cq 

12  42  2 % +  4 a 4 +  a 5 

C i ~  ~j 

! 
~5 

1 

1 1 

5 6 

2 0  3 0  

! ! ! 
cv c8 dl 

- - 1  

- -  c~ 2 

1 

1 

#1 

i 

8 ~1 + ~4 

56  2 a 4 +  % 

3 %. + ~4 

6 ~ x +  6 ~ a +  ~5 

wobei die folgenden Abkiirzungen eingefiihrt wurden 

Z~ Zb 
Z~Z~ B E~ _~ = - -  R~o; 0 r  A R  ~ CXl ARo @ A- ; •2-- ~ - / /o ;  ~ - - -  ; 

2Z~Z~ k R~o (29) 
a5  ARo + ~ -  

Dabei  haben  wir sehon % und  ~a mi~ aufgeschrieben, die in (29) nich~ vor-  
kommen ,  aber  in (23) eingefiihrt werden k6nnen,  wenn m a n  ( t6 (19)) mid  (8) 
berficksichtigt.  Dann  gehen die A1, A S und  A S fiber in 

A1 = ao = 0 ;  A 2 = - -  ~2;  A3  = - ~3. (30 )  

Desgleichen ist es, wegen (27), gfinstiger, an  Stello der -/ik die fi~ einzuffihren, die 
in folgender Weise definiert sind: 

/3~ = ~ .  (31) 
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Bei vorgegebenen c~0, a~ . . . a~ ,  fl~...~11 liegen somit 17 nicht  homogene 
lineare Gleichungen ffir die 17 Parameter  ~ . . .  % d~ . . -  d s vor. 

8 9 
s c ~ } +  )2 D~d):~,; (~= ~ . . .  ~v). (32) 

In  der Tabelle sind die einzelnen Ci~ und  Di] als ~unkgionen yon  r und fl~ ~,n. 
gegeben worden, sowie die Fi,  die ebenfalls nur  yon r und fi~ abh/tngen. 

1 2 ~ +  8x t+  c* a 

e; ~; 4 4 F, 

0 

C~ 3 

~j o 

& & o 

~2 fl, 0 

b'~ fla 0 

~ /~4 ~5 o 

~2 ~ /~ fl~ 0 

~3 ~ /~ ~ 0 

7 

4 ~ +  ~ 5a~+ a~ 6oh+ c~ 7 ~ +  ~ 8cq+ a 9c~+ c~ - - c ~  

20cq+ 10c~a+ a~ 

Tabelle Fortsetzung) 

B7 fi~ 

d~ 1 cr 1 

30c~1+ 12c~a+ ~5} 42~1+ 14aa+ aa 

D,j 

7. Testrechnung am H~-Molekiil 

Die Potent ia lkurve  des H2-Molekfil-Grundzustandes ist bisher am genauesten 
bek~nnt, [7]. Aus diesem Grunde win'de die erste Anwendung der Approximat ion  
an diesem Molekfil vorgenommen,  t I ier  betragen die Werte  nach (t) in a tomaren  
Einheiten 

E (oo)= ~ (oo )=-  t,00; R0-- 1,40 

B = -- 0,1744; k = 0,277 (33) 

Ferner  is~ 

E (0)-- - 2,9037; Za = Zb = I (34) 

Die E~- und E~-Werte waren in (t2) gegeben. Bezfig]ich der em-Werte wurden 
die Rechnungen  in vereinfachter Fo rm vorgenommen,  da bisher keine Erfahrungen 
mi~ den Forderungen nach (t0) vorlagen und  somit  erst der Einflu~ solcher 
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Bedingungen an einem solehen N/~hernngsansatz geprtift werden sollte. Es wurde 
daher einmal mit dem asymtotisehen Abfall 

6,4903 
(R) ~ ; (R >~ i)  (e~ =--Z~Z~ e~= e~= %= e~= 0) (35) 

R~ 

-/,o 
at.E 

-7,7 
�88 

,,, ~ , 7  nach k'OLOS u. ,qOOT#AAN [7] 

- ..... Hopsehurye [ /6] 

7 2 3 z~-af. 

Fig,  6 

gereehnet, wobei der Wert yon e s [(vgl. ( i l )]  den theoretisehen Berechnungen [9] 
entnommen wurde und die weiteren e m  ( m  > 6) offengelassen blieben, so dab in 
(18) der m-Wert nur 5 zu betragen brauehte. In diesem Falle werden die e m  

(m > 6) nicht mehr bestimmt 

at.E 

-2.0 

-~,~- 

-3,0 

. f  / 

//~.: 

/ 
./.~,)J" i ,,"' Elek/ponen~,zePg/'e d Ha-leo~el'. 

,/,y .i':". f#r ,4"I :ine R- 1,/ePte 
I. ~" / -- nach/~OLOS~I.~qOOTIIAAN[7"J 

- - - -  nach [3G3 d vopl/eyendeo APb. 
/' 'i - - - -  ngch BINGEs [8] _ 

7 ] . . . . .  nach 8UgKINGI/AM [Z3] 
/ ....... Plav~ehumve [15] 

i 

o,5 go af. E $5 

Fig.  7 

und nahmen Werte an, die 
sieh naeh (iSa) mit m = 5 aus 
allen c n  und dn ergeben. Um 
diesen EinfluB zu reduzieren, 
wurde wieder mat m = 5, der 
%-Wert verkleinert, da sich 
naeh (11) ffir e s und elo (e~ und 
% sind Null) grebe negative 
Zahlen ergeben haben. Repr/V 
sentativ ffir die weiteren e m  

(m > 6) wurde daher wieder 
die Form (35) gew~hlt, doeh 
lem] vergrSBert. 

~ ( R ) ~ - - ~ ;  (R >~ i). (36) 

In den Fig. 6 und 7 sind 
die Ergebnisse gr~phiseh dar- 
gestellt. Es zeigte sieh, dab 
wie erwartet nach (36) eine 

wesentlich bessere N~herung erhalten wurde. Es ist daher mat einer gewissen 
Berechtigung zu hoffen, dab die Beriicksiehtigung aller em bis m = l i  weitere Ver- 
besserung der Angleichung an die Potentialkurve ergeben wfirde. 

Die Approximation ffir R < i,6 ist vorziiglieh. Die Kurve stimmt flit sehr kleine 
Kernabst~ndo praktiseh mat den bisher bekannten besten Kurvenverl~ufen 
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[vgl. (i3)] ~iberein. Diese Giite ist, wie zu erwarten, yon der Wahl des e6-Wertes 
unabhgngig. 

Zum Vergleich wurden die ~orsekurve und die Kurve nach (8) ebenfalls in den 
Fig. 6 und 7 aufgenommen. I m  Bereieh 1,8 -<< R < 2,7 stellt die Morsekurve noch 
eine geringe bessere Approximation an die Potentia]kurve [7] dar, doch diirfte 
gerade in diesem Bereich die Wahl der hSheren em yon Bedeutung sein. Fiir R > 4,4 
beginnen die Kurven nach (35) und (36) sehr ghnlich zu werden, was darauf  hin- 
weist, dab hier die h6heren em weniger yon Bedeutung sind, obwohl diese nach (11) 
rnit steigendem m abso]ut anwachsen. Leider kennen wit zur Zeit nicht die 
e~n-Werte fiir m > 11. 

Es ist beabsichtigt, die Untersuchungen auf andere zweiatomige Molekiile aus- 
zudehnen, besonders unter Beriicksichtigung der Punkte b) und c) des 4. Ab- 
schnitts *. 

Frau I. F u ~ E  sei herzlich ffir die hierzu durchgeffihrten Rechnungen gedankt, sowie fiir 
die Hflfe bei den notwendigen analytischen Untersuchungen. 
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* Der Ansa~z (16) (t8) l~St sich auf alle Mehrzentrensysteme erweitern, worauf in einer 

anderen Arbeit eingegangen werden soll. 


